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Free-Form Surface Reconstruction Method from Second-Derivative Data
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We present an algorithm for surface reconstruction from the second-derivative data for free-form aspherics, which uses a 
subaperture scanning system that measures the local surface profile and determines the three second-derivative values at those 
local sampling points across the free-form surface. The three second-derivative data were integrated to get a map of x- and 
y-slopes, which went through a second Southwell integration step to reconstruct the surface profile. A synthetic free-form surface 
200 mm in diameter was simulated. The simulation results show that the reconstruction error is 19 nm RMS residual difference. 
Finally, the sensitivity to noise is diagnosed for  second-derivative Gaussian random noise with a signal to noise ratio (SNR) 
of 16, the simulation results proving that the suggested method is robust to noise.    
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형상이차미분을 이용한 자유곡면 형상복원법
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일련의 국부영역으로부터 이차미분값을 획득하여 전체 형상을 복원하는 측정법을 제안하였다. 측정시 기울기가 제거된 국부형

상에 대해 곡률과 이차미분이 동일시 되는 점을 이용하여, 3개의 이차미분값으로부터 직교하는 2방향을 따라 3차원형상을 복원

할 수 있는 알고리즘을 구현하였다. 임의로 발생시킨 Zernike다항식의 계수로 자유곡면형상을 생성시키고, 구현된 알고리즘을 

적용함으로써 검증과정을 수행하였다. 적용한 결과 최대 0.8 mm Sag를 갖는 직경 200 mm영역의 자유곡면형상에 대해 RMS 
19 nm 형상복원오차를 갖고 복원됨을 확인하였다. 측정오차에 대한 복원오차 민감도를 진단하기 위해 SNR(Signal-to-Noise 
Ratio) 16의 가우시언 랜덤 노이즈를 부여한 후, 복원되는 형상의 오차를 진단한 결과, 197 nm의 형상복원오차가 발생함을 확인

하였다. 
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FIG. 1. The overview of freeform surface metrology.

I. 서    론

1980년대 일본에서 시작된 메카트로닉스(Mechatronics)라
는 용어는 여전히 생산자동화 및 로봇산업의 대표적인 용어

로 사용되어오고 있다. 현재 국가의 대표적인 수출 주도형 

분야인 스마트폰, 대형 디스플레이 분야는 기존의 메카트로

닉스 기술에 광학이 접목된 광기전공학(Opto-Mechatronics)
과 밀접한 관련을 맺고있다. 이들 제품의 특징은 광원에서 

출발한 빛이 진행하는 동안 여러 광학부품들의 표면을 만나 

굴절 또는 반사되어 최종 끝단에서 다양하고 유용한 정보들

을 생성하게 된다. 진행하는 광의 경로를 결정하는 요소가 

광학부품의 표면형상이므로, 최종 끝단부에서 원하는 정보를 

얻기 위해서는 광학식 표면의 형상을 설계하고, 제조하고, 
측정하는 작업이 매우 중요하게 관리되어야 한다. 설계, 제
조, 측정이 비교적 용이한 평면 또는 구면형상들로 구성된 

일련의 조합만으로도 원하는 광경로를 창출할 수 있지만, 끝
단부에서 매우 높은 고품질의 광특성이 요구되거나 사용되

는 광학부품의 수를 줄이기 위해서는 광부품의 형상이 비구

면 또는 자유곡면으로 진화되어야 한다. 하지만 광부품 표면

형상이 평면 또는 구면으로부터 벗어나는 정도가 커질수록 

제조와 측정에 큰 어려움이 발생하게 된다. 자유곡면 형상은 

축대칭을 벗어난 모든 형상으로 정의되며, 광학식 자유곡면

형상을 측정하기 위한 대안들을 Fig.1에 나타내었다. 모든 평

면 또는 임의의 반경(radius of curvature)을 가진 구면 형상

은 잘 제작된 기준평면과 기준구면에서 생성되는 파면과의 

비교법을 통해 전체 표면형상(Full-aperture)을 한 번에 측정

할 수 있다. 반면 비구면 또는 자유형상의 경우 모든 측정 

형상에 대해 각각의 기준형상이 요구되므로, 측정표면형상과 

기준형상을 비교하는 방법은 실제적으로 불가능하게 된다. 
이러한 자유곡면형상을 측정하기 위한 대표적인 대안들을 

Fig. 1과 같이 크게 3가지로 나누었다
[1]. 3차원측정기(CMM, 

Coordinate Measuring Machine)는 자유곡면형상 측정에 유효

한 방법이지만, 대상표면과 측정 프루브 사이에 접촉이 발생

되어야 하는 단점이 있으며, 보상광학계 측정법(Null Testing)
에 사용되는 보정광학계(Null Optics) 또한 초정밀 가공품으

로써 단일 피측정물에 대해서만 특별히 설계된 부품이라 추

가적인 자체 보정문제가 발생한다. 기존의 간섭계를 이용하

여 자유곡면을 측정할 수 있는 대안으로 국부영역 측정법(Sub-
aperture testing)이 제안될 수 있다. 기존 간섭계가 측정가능

한 영역(Dynamic range)으로 측정범위를 한정시켜서 측정값

을 획득하고, 이동하며 측정된 일련의 측정값으로부터 전체

형상을 복원하는 원리를 가진다. 국부영역으로부터 획득하고 

활용 가능한 측정값은 Fig. 2와 같이 국부영역 형상의 0차미

분값(국부영역의 형상), 1차미분값(기울기), 2차미분값(곡률)
으로 나눌 수 있다. 국부영역 형상의 0차미분값을 측정하는 

sub-aperture stiching법의 경우, 수학적인 측면에서 복원이 간

단하지만, 국부형상들을 좌표계상에서 규합하는 단계에서 이

동기구부의 진직도, 회전, 광축정렬 등의 오차가 복원형상에 

직접적으로 영향을 주는 단점을 가진다. Fig. 2(b)와 같이 일

차미분값을 측정값으로 사용할 경우, 외부 절대기준의 필요

성은 사라지지만 여전히 이동기구부의 정렬(Tilt-tip)에 영향을 

받는다. 반면 Fig. 2(c)와 같이 국부영역의 이차미분값은 유

사 곡률(quasi-curvature)로 형상 고유의 성질(intrinsic parameters)
에 해당되므로 중요 시스템오차들과 독립적인 관계를 보인다. 
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(a) (b) (c)

FIG. 2. Three different types of measurand obtainable from the sub-aperture, (a) Sub-aperture stitching method: 0th order derivative, (b) slope 
measurement method:1st order derivative, (c) Curvature method:2nd order derivative.

FIG. 3. Surface scanning method with no slope terms.

국부형상 곡률의 기하학적 특성을 이용하여 Glenn이 최초

로 비구면 형상복원에 곡률값을 적용하였다.[2, 3] 이후 PTB 
(Physikalisch-Technische Bundesanstalt)에서 LACS(Large Area 
Curvature Sensor)로 장비화 하였으며

[4-9], NIST (National Institute 
of Standards and Technology)에서 GEMM (GEometry Measuring 
Machine) 개발을 통해 자유곡면 형상의 나노미터 측정정밀

도 구현을 위해 시도하였다.[10, 11] 
하지만, 곡률의 기하학적 

정의로부터 전체형상을 복원할 수 있는 비선형 미분방정식 

식 (1)은 1차원적으로만 존재하고 있어, 1축 방향을 따라 프

로파일이 복원되는 수준에 그치고 있다.[12]

(1)

본 논문에서는 국부영역에서의 형상 이차미분값과 곡률값

과의 관계를 정의하고, 이차미분값을 활용한 두방향 자유곡

면형상 복원방법을 제안하고, 검증하고자 한다.

II. 형상이차미분을 이용한 3차원형상 복원법

식 (1)은 직교 좌표 시스템에서 1차원적 높이형상 z(y)와 

곡률 k(y)의 관계를 표현한 Frenet’s 비선형 미분방정식이다. 
식 (1)이 의미하는 것은 주어진 형상 z(y)으로부터 각 점의 

곡률 k(y) 계산이 가능하며, 반대로 각 점의 곡률이 알려져 

있으면 수치적 적분을 통하여 전체 형상의 복원이 가능함을 

표현하고 있다. 하지만, 곡률 k(y)는 형상의 이차미분과 일차

미분의 비선형 조합으로 이루져 있으므로, 곡률을 정의하기 

위해서는 이차미분과 함께 일차미분값이 정의되어야 한다. 
즉, 한 지점의 형상곡률과 이차미분은 정확하게 일치하지 않

음을 나타낸다. 하지만, 형상을 측정하는 방법에 따라 국부

형상의 일차미분값(기울기)를 제거하고 측정값을 획득할 수 

있는 방법들이 존재하므로, 경우에 따라서는 곡률이 이차미

분과 동일하게 정의될 수 있는 경우가 발생하게 된다. Fig. 3
과 같이 측정 프루브가 항상 각 국부영역의 수직한 방향에서 

형상을 측정할 경우 곡률은 식 (2)와 같이 이차미분으로만 정

의된다. 

(2)

기하학적으로 3차원 공간상에 존재하는 한 점의 형상은 식 

(3)과 같이 3개의 이차미분으로 표현이 가능하다.

(3)

식 (3)은 한 지점에서 x축 방향의 이차미분, y축 방향의 이

차미분항과 더불어 x축과 y축의 교차미분항을 각각 나타낸

다. 3개의 이차미분항을 이용해 형상을 복원하는 방법과 절

차는 Fig. 4와 같다. x축 이차미분항과 교차미분항을 이용하

여 x축 방향의 기울기를 복원하고, y축 이차미분항과 교차미

분항을 이용하여 y축 방향의 기울기를 각각 복원할 수 있다. 
일단 x축과 y축 방향의 기울기가 각각 복원되면, 기존의 기

울기 측정법과 같이 두 방향의 기울기로부터 전체 형상을 복

원할 수 있다.
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FIG. 4. Schematic block diagram showing the two-step integration 
process.

FIG. 5. The first 6 Zernike polynomials.

(a)

(b)

(c)

(d)

FIG. 6. Synthetic freeform aspheric surface and its three second 

derivative maps. (a) Original synthetic surface, (b) 



, (c) 




, (d) 




.

측정 대상 표면 중 임의의 국부영역에서 3개 이차미분값을 

결정하기 위해 Fig. 5와 같이 Zernike다항식 중 6개 저차항을 

기저함수(basis fuction)로 국부형상과 맞춤(fitting)을 수행하

고 맞춤의 결과로부터 식 (4)와 같이 3개의 이차미분값을 결

정하였다.[13]

(4)

여기서 an은 n번째 Zernike 계수를 나타낸다.

III. 자유곡면 형상복원 결과

형상이차미분을 이용한 3차원 형상 복원법을 검증하기 위

하여 Fig. 6(a)와 같이 임의의 자유곡면을 생성시켰다. 생성

된 임의 형상은 Zernike계수를 임의로(random) 발생시켜 생

성한 자유곡면형상으로 직경 200 mm, 최대 Sag는 0.8 mm이
하이다. 시뮬레이션을 위해 사용한 측정점 수는 501×501 이
므로, 횡방향 측정분해능을 0.4 mm 간격으로 유지하였다. 
0.4 mm 간격으로 이동하며 각 국부형상으로부터 Zernike 6
개 저차항을 맞춤하여 3개의 이차미분값을 각각 획득하였다. 
Fig. 6(b)는 x축 방향의 이차미분값, Fig. 6(c)는 교차미분값, 
Fig. 6(d)는 y축방향 이차미분값을 2차원적으로 표현한 결과

이다. Fig. 4의 각 단계별 적분을 위해 Southwell 적분법을 

적용하였으며,[14] 3개의 이차미분을 이용해 복원한 일차미분

값은 Fig. 7과 같다. Fig. 7(a)는 Fig. 6(a)와 Fig. 6(b)를 이용

하여 복원한 x방향 기울기이며, Fig. 7(b)는 Fig. 6(b)와 Fig. 6(c)
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(a) (b)

FIG. 7. Reconstructed two slope maps along the two direction. (a) Original synthetic surface, (b) 


, (c) 


.

 

(a) (b)

FIG. 8. Reconstructed result using Southwell method and reconstruction error map. (a) Reconstructed surface, (b) Reconstructed error map.

   
 

(a) (b)

FIG. 9. Reconstruction result and error map under SNR=16 noise level. (a) Reconstructed surface under SNR=16, (b) Reconstructed error 
map under SNR=16.

를 이용하여 복원한 y방향 기울기 복원결과이다. Fig. 7(a)와 

Fig. 7(b)의 일차미분 기울기 복원결과를 이용하여 최종적으

로 Fig. 8(a)와 같이 자유곡면형상을 복원하였다. Fig. 8(b)는 

최초에 임의로 생성시킨 자유곡면형상과 최종적으로 복원된 

곡면형상 사이의 오차를 나타내며, 비교결과 RMS 19.437 
nm의 차이를 보였다. 발생된 오차는 각 국부영역에서 Zernike 
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맞춤과정에서 발생된 맞춤오차 및 임의로 생성시킨 자유곡

면형상 중 급격히 형상이 변화되는 가장자리에서 크게 발생

된 것으로 진단되어진다. 또한, 수평 분해능은 샘플링 간격

에 좌우되며, 일반적으로 폴리싱 과정을 통해 고주파 표면거

칠기가 최소화된 광학식 표면의 경우에 적용이 가능하다.

IV. 형상복원법의 노이즈 민감도 진단

본 논문에서 제시한 자유곡면형상 복원법에서는 이차미분

값이 국부영역에서 획득되어야 할 측정값에 해당된다. 즉, 
이차미분값을 결정하는 단계에서 외부 노이즈가 추가될 수 

있는 여지가 발생한다. 따라서 실제 측정과정에서 삽입될 수 

있는 이차미분값의 노이즈 발생에 대한 복원오차 민감도를 

진단하였다. 식 (5)와 같이 3개의 이차미분값에 가우시언 랜

덤 노이즈(Gaussian Random Noise)를 각각 부가시켜 형상을 

복원하였으며, 기존 이차미분값과 삽입된 노이즈 사이의 비

를 SNR(Signal-to-Noise)로 표현하였다.
 

(5)

이차미분 측정값에 SNR ∞, 16, 4, 1의 가우시언 랜덤 노

이즈를 삽입한 경우 복원된 형상오차는 각각 RMS 19 nm, 
197 nm, 392 nm, 1120 nm 형상복원오차를 보였다. Fig. 9(a)
와 Fig. 9(b)는 SNR16의 경우 복원된 형상과, 형상복원오차

를 나타낸다.

V. 결     론

자유곡면형상을 측정하고 복원하는 방법으로, 국부영역에

서 이차미분을 측정하여 전체형상을 복원하는 방법을 제안

하였다. Frenet’s 비선형 미분방정식의 특별해(Exact solution)
인 곡률을 이용해 형상을 복원하는 기존의 곡률법은 한 방향

으로만 형상을 복원하는 반면, 이차미분을 이용한 방법에서

는 직교한 두 방향으로 동시에 형상을 복원할 수 있는 가능

성이 있음을 시뮬레이션을 통해 검증하였다. 검증 결과 200 mm 
영역에서 0.4 mm 횡방향 분해능의 조건에서 RMS 19 nm 복
원오차를 보였으며, 이차미분 노이즈에 대한 복원 민감도 진

단에서는 SNR16의 가우시언 랜덤 노이즈에 대해 197 nm의 

형상복원오차가 발생함을 보였다. 
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